Stochastik
Die Stochastikbesteht aus zwei Teilgebieten, der Statistik und/Mahrscheinlichkeitsrechnung. Digatistik
beschreibt die Vergangenheit und verwendet Infaoman, die (in realen Versuchen) tatsachlichen etuégen
sind. DieWahrscheinlichkeitsrechnung"beschreibt" die Zukunft. Sie gibt Informationerridaer, welche
Werte (aufgrund bestimmter Annahmen) fir zukteftigersuche "erwartet” werden kdnnen. Die Stochastik
wird erheblich vonZufall beeinflusst, man spricht daher in der Stochastik@f Zufallsexperimenten Eine
zentrale Rolle spielt dabei der Begrifffahrscheinlichkeit".

Begriffe Erklarung + Beispiele beim Wirfeln

Ergebnis Das Resultat eines Zufallsexperiments wirdealgebnisbezeichnet.

Ergebnisraum Q Alle bei einem Experiment moglichen ErgebnissedildenErgebnisrauns (= die
Menge aller méglichen ErgebnissByp.:Q ={1,2,3,4,5,6}

Ereignis EreignisseE kann man als Zusammenfassung mehrerer Ergelmisse
einem Ganzen auffassen. Es dif/ Q Bsp.: E = ,es féllt eine gerade Zahl* = {2,4,6}

Elementarereignis | Einelementige Ereignisse nennt nidementarereignisse
Bsp.: E = ,Es fallt die 4" = {4}

unmdgliches Ein Ereignis, das nicht eintreten kann, nennt mamdgliches Ereignis
Ereignis E={}. Bsp.: E= Esfalltdie 7" ={}

sicheres Ereignis | Besteht das Ereignis aus den gleichen ElementedeviErgebnisraur® , also E =0,
so nennt man das Ereignis einheres Ereignis
Bsp.: E = Es fallt eine Zahl von 1 bis 6" = {1,2,85,6}

Gegenereignis Zu jedem Ereigni& gibt es auch eine sogenanrﬂ:@genereignisE. Dieses tritt genau

dann ein, wenik nicht eintritt. Es giIt:E =Q\E Bsp..E={1,2,3} —E = {4,5,6}

Und-Ereignis Schnittmenge zweier Ereignis8ymbol: n
Bsp.: E1 ={1,2,3}, E2 ={2,4,6F E= E1 n E2={2}
Oder-Ereignis Vereinigungsmenge zweier EreignisSgmbol:0

Bsp.: E1 ={1,2,3}, E2 = {2,4,6}> E= E1 0 E2={1,2,3,4,6}

Gesetz der groRen Zahlen und Wahrscheinlichkeit:
Tragt man bspw. beim Wiirfeln die relative Haufigkar das Fallen einer 6 om0
aus, so erkennt man, dass sich die relative Haeifigk6) fir wachsendes n ere

0,160

einem bestimmten Wert annahert. Diese Stabilisgeder relativen 8140
Haufigkeiten bezeichnet man als dassetz der grof3en ZahleDer 020
Stabilisierungswert, der sich fur grof3e n einstalinnt man 000

Wahrscheinlichkeit Pdes Ereignisses A (P wie Probability). o

om0

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A nennt iR@A). oo

Dabei gilt: 0<PA)<1 oee
P(A) kann als Bruch oder in %-Schreibweise apgeg

werden.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung und Berechnung von \Wischeinlichkeiten:
Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit dem ErgeboisiQ) = { e;; &; .... ; & }. Eine Zuordnung, die jedem
Elementarereignis {fgenau eine reelle Zahl R{euordnet, heiRtVahrscheinlichkeitsverteilung
Eigenschaften:

P(¢ = 0 (fur alle i)

ZP(el):l =P <1

P(e) hei3tWahrscheinlichkeitdes Elementarereignissege;} .

Betrachtet man ein Ereignis E, das aus mehrerendgitarereignissen besteht, dann gilt:
P(E)=P(@ +P(e) +.... + P(®
P(E)=0,fallse={} (unmdgliches Ereignis)
P(E) =1, falls E =Q (sicheres Ereignis)

Haufig verwendet man auch die Wahrscheinlichkest @egenereignisses, die sogenannte
Gegenwahrscheinlichkejtum Rechnungen zu vereinfachen.

PE)= 1 - P(E)

Betrachtet man zwei beliebige Ereignisselz O Q, dann gilt fiir die Vereinigungsmenge der beidegidghisse
P(El U Ez) = P(El) + P(Ez) - P(El N Ez)




Mehrstufige Zufallsexperimente

Mehrstufige Zufallsexperimentesind Experimente, die mehrere Male (n-mal) hintexeder ausgefuhrt
werden. Die Ergebnisse n-stufiger Zufallsexperiraesind sogn-Tupel (el, e2, e3, ... ,en ), wobei ei das
Ergebnis des i-ten Teilexperiments ist. Mehrstu#gdallsexperimente sind z.B. das mehrmalige We€iiger
Minze, das mehrmalige Wrfeln oder das wiedertdittben einer Kugel aus einer Urne, was ein selielitels
Modell in der Stochastik istArnenmodel).

Beispiel:

3 maliges Ziehen aus der Urne mit roten und weldggeln. Die mdglichen Ergebnisse (3-Tupel = Tripsfd:
(www), (wwr), (wrw), (wrr), (rww), (rwr), (rrw), (rr)

Um eine Ubersichtliche Darstellung zu haben, wéah in der Stochastik meist ddaumdiagramm Dies hilft
auch, Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Beispiel: Dreimaliges Ziehen aus einer Urne mit 2 blauen@igdiinen Kugeln. Man gibt entlang de&fladean,
mit welcher Wahrscheinlichkeit diese eintreten.
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Es gibt sehr viele mégliche Ergebnisse, d.h. demBaird schnell uniibersichtlich ! Deshalb: nur daghnen,

was wirklich gebraucht wirdeduzierte8Baumdiagramm

Pfadregeln:

1. Die Wahrscheinlichkeit einégebnissedst gleich denProdukt aller Wahrscheinlichkeiten entlang des
Pfades, der zum Ergebnis fuhrt.

2. Die Wahrscheinlichkeit einggeignissedst gleich deiISummealler Ergebniswahrscheinlichkeiten, die zur
Ereignis dazugehoren.

Laplace-Wahrscheinlichkeit

Ein Zufallsversuch heifitaplace-Experimentwenn alle Elementarereignisse}{aus dem Ergebnisrau die
gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Besteht aksoEtgebnisraur® aus n verschiedenen Elementar-
ereignissen, man schreitt||= n, dann gilt;

Beispiele fir Laplace-Experimente sind Wurfeln, ¥areiner Miinze oder Ziehen einer Kugel aus eimeel

Die Bestimmung eindraplace-Wahrscheinlichkeitlauft also auf ein "Abz&hlen" zweier Anzahlen hisau
1. Die Anzahl aller Elementarereignisse (also dizahl der Elemente if2)
2. Die Anzahl der fir das Ereignis ginstigen Ergedm(also die Anzahl der Elemente in A).

Anzahber glinstigeklementareignisse
Py =14 ginstig g

Q] - Anzahhbller Elementareignisse

Fur kleine Mengen sind diese Anzahlen recht einfachestimmen, fiir gré3ere Mengen bendétigt mancedo
kombinatorische Abzahlverfahregrum zum Ergebnis zu kommen.




Kobinatorik

Auswahl von k Elementen aus n verschiedenen Element
= Ziehen von k Kugeln aus einer Urne mit n verscéieh Kugeln

Reihenfolge wird bertcksichtigt Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt
geordnete Stichprobe ungeordnete Stichprobe
mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen mit Zuriicklegen ome Zuriicklegen
" no, n+k-1 n
(n—k)! k k
z.B. Worter aus den
z.B. Ful3balltoto Buchstaben M.A.T.H.E z.B. Lotto
* Sonderfall: k=n (§eordnete Vollerhebund)
Alle n verschieden: Mit gleichen Elementen (“MISSISSIPPI”):
n! .
n,!A,!m, L1.
Binomialkoeffizient:
Fakultat: n nl
n! = ni(n-1) O.. (31211 Esist: 1!=0!=1 =
1) k) (n-Kk)K

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Man betrachtet eine Wahrscheinlichkeit P(A) fur Eneignis A. Die Wahrscheinlichkeit, dass das @i A

eintritt, A&ndert sich jedoch ggf., wenn bereitsigignis B eingetreten ist. F’n@l-{@' i
Man spricht in diesem Zusammenhang von einedingten ()

Wabhrscheinlichkeitund schreibt F{A) statt P(A). g i /_5)

(lies: Die Wahrscheinlichkeit von A unter der Beglimg B) '

Ps(A) gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeiehtritt, wenn bereits B ‘\‘_\\ (A)

eingetreten ist. P(B) 7\}—3/ e
~&)

Die Bestimmung von gA) erfolgt nach der folgenden Formel:

R(A)= P(AN B) oder R(A)= Anz Elementen An B
P(B) Anz Elementén B

Die Formel folgt aus P(A):ﬂ = Anz gUnstErgebnissemit
|Q| AnzallerErgebnisse

glnstige Ergebnisse = alle Ergebnisse aus A, dik BuB vertreten sind, d.h. aus\8.
alle Ergebnisse = Ergebnisse der Menge B

AuRerdem stellt die Formel eine Umformung der RégdiP(AnB) = P3(A) (P(B) dar.

Beispiel:
— Aus einer Urne mir 6 roten (r) und 3 wei3en (w) Kbgwird 8
P \"\-‘:\X ohne Zurlicklegen gezogen. Fir das Ereignis A: &iediner
—\  weilRen Kugel“ gilt: P(A) = 1/3 w
\ g ’j Fur das Ereignis B: ,Im ersten Zug wird eine weiimel
"\%/\, /' gezogen* &ndert sich die Wahrscheinlichkeit fur Aaben einer 3/ 6/8
——_ weiRen Kugel:
L]
Man berechnet: \
Ry(A)= P(An B) oder R(A)= Anz Elementen.An B 6/9 \ 313,
P(B) Anz Elementen B r
Wurde im ersten Zug eine weil3e Kugel gezogen, dgrdie Wahrscheinlichkeit 558~ r

Pg(A) = 2/8. (Es befinden sich dann noch 8 Kugeldén Urne: 2 weife und 6 rote).




Vierfeldertafel

Beispiel

Eine Urne enthélt 200 Kugeln. 140 Kugeln bestehendem Material Holz und 60 Kugeln sind aus Kuoétst
50 der Holzkugeln sind mit der Farbe rot gestriched 90 sind griin. 20 der Kunststoffkugeln sindurad 40
sind griin. Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Die Kugel ist aus Holz A Die Kugel ist aus Kunststoff
B: Die Kugel ist rot B : Die Kugel ist griin

Fragestellung: Jemand zieht eine Kugel und spirt mit der Hands @a sich um eine Holzkugel handelt. Wie
grol ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dasskdigel in seiner Hand rot ist? D.h. gesucht wirdB).
Die Kugeln tragen zwei Merkmale mit jeweils zweishnagungen. Dieser Sachverhalt kann in einer
Vierfeldtafel dargestellt werden:

Vierfeldertafel mit Anzahlen:

B:rot B rot Summe
A: Holz 50 90 140
A Kunststoff 20 40 60
Summe 70 130 200
Mit den Daten der Tafel lassen sich direkt folgelddghrscheinlichkeiten berechnen:
P(A)= 140=0,7 P(A)=60=0,3 P(An B)= 50 =0,25 P(An B)=90=0,45
20C 20C 20C 20C
P(B)= 70=0,35 P(B)=130=0,65 P(AnB)=_20=0,1 P(An B)=40=0,2
20C 20C 20C 20C
Vierfeldertafel mit Wahrscheinlichkeiten:
B:rot B rot Summe
A: Holz P(An B)=0,25 P(An B)=0,45 P(A)=0,70
A Kunststoff P(An B)=0,10 P(An B)=0,20 P(A)=0,30
Summe P(B)=0,35 P(B)=0,65 1

Bestimmung von fA):  Ry(A)= P(An B) = 025~ 36

P(B) 035
Wenn man also weil3, dass die gezogene Kugel aushidsteht, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafassdsie
die Farbe rot hat 36%.

Unabhangigkeit
Durch das Eintreten eines bestimmten EreignissesnB sich die Wahrscheinlichkeit fur
das Eintreten eines weiteren Ereignisses A anduirigte Wahrscheinlichkeig)).

Im Allgemeinen ist B(A) # P(A). In diesem Fall nennt mana®héngigvon B.

Wird die Wahrscheinlichkeit P(A) jedoch durch dastéeten des Ereignissesricht
geandert gilt also P(A) = B(A) und auch umgekehrt P(B) %), so nennt man A und Bnabhangige
Ereignisse

Die (Un-)Abhangigkeit von zwei Ereignissen kannhteginfach gezeigt werden:

Am Baumdiagrammkdnnen die Wahrscheinlichkeiten direkt abgeleserder

Ist die Wahrscheinlichkeit in der 2. (oder hther8th)fe zu einem Ergebnis in jedem Teilbaum dieesedlann
ist sie offensichtlich nicht von vorherigen Ergetsg@n abhéngig (wie z.B. beim Ziehen mit Zurtickl@gen
Gibt es unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten aichlen Ergebnissen, sind die Ereignisse abhangig
voneinander (wie beim Ziehen ohne Zuriicklegen).

In einerVierfeldertafelkann die (Un-)Abhangigkeit rechnerisch gezeigt werd
Gilt die Gleichund P(AYP(B) = P(An B)I so sind die Ereignisse A und B unabhéngig voaraier.

Man kann zudem erkennen, dass in der Vierfelddrzafeier unabhangiger Ereignisse die
2 Zahlenpaare (sowohl nach rechts als auch untaréar) das selbe Verhéltnis haben.




Binomialverteilung
Bei vielen Zufallsexperimenten interessiert math siar daftir, ob ein Ereignis A eintritt oder obnésht eintritt.

Ein Zufallsexperiment heifBernoulli-Experiment, wenn es nur darum geht, ob ein Ereignis A eirgetrist
oder nicht.
Das Eintreten von A bezeichnet manaisffer T bzw.Erfolg.

Das Eintreten vorA bezeichnet man alsiete N bzw. Misserfolg.

Jedes beliebige Zufallsexperiment kann als Bern&uiberiment angesehen werden, wenn man bei der
Ausfihrung nur fragt, ob ein bestimmtes Ereignigrét oder nicht.

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit fiir einerff€remit p, also P(A) = p, so gilt:
P(A)y=1-p ,daAlA=Q

Wird ein Bernoulli-Experiment n-mal durchgefihrtdusind die einzelnen Experimente dabei unabhéangig
voneinander, so spricht man von eiBernoulli-Kette. n heil3t dabei diednge der Bernoulli-Kette.

Bernoulli-Formel:
Fur die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis ATmitfferwahrscheinlichkeit p in der Bernoulli-Ketier
Lange n genau k-mal auftritt, gilt:

P(X=K) = (Ej [p* ft- p)™"

Ist X die Trefferanzahl bei einer Bernoulli-Kette, daramnt man die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsventgilu
von X eineBinomialverteilungmit den Parametern n (Anzahl der Ziehungen) unbrefferwahrscheinlichkeit).
Deshalb schreibt man fit( X = k JauchB( n; p; k)oderB, (k).

Eigenschaften der Binomialverteilung:

Bei festgelegter Ziehungsanzahlind bei veranderlicher Trefferwahrscheinlichigedilt:

1. Je gro6Rep, desto weiter rechts (bei grol3ekdniegt das Maximum der Verteilung
2. Furp = 0,5 ist die Verteilung symmetrisch
3. Es gilt die Symmetriebeziehugn; p; k) = B(n; 1-p; n-k)

0,2000000

Bei gleichbleibender Trefferwahrscheinlichkeitind veranderlicher Anzahlgilt:
1. Mit wachsendem werden die Verteilungen flacher .

0,0000000

2. Mit wachsendem werden die Verteilungen symmetrischer. o 1

Fur manche Aufgaben ("Mindestens-" und "Hochstelsfgaben) werden sogenanmtemulierte
Wahrscheinlichkeiten P( X < k) berechnet. In ihr sind alle Einzel-Wahrscheinlidgtd® von X = 0 bis zum
Wert X = k aufsummiert:

PXLK=PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=8)... +P (X=K)

Es gibt Tabellen zur Binomialverteilung, aus desieh dieeinfache Wahrscheinlichkeit P (X=K)ftir

verschiedene Werte von n und p ablesen lassen. Beispiel: B.g{X=1) = 0,3750
P
| n | | k | | 0,02 0,03 0,05 0,10 1/6 0,20 0,25 0,30 1/3 0,40 0,50 | | n |
0|0 0804 0400 0025 8100 6944 6400 5625 4000 4444 3600 2500 2
2 1 0392 0582 0950 1800 2778 3200 3750 4200 4444 4800 5000 1 2
2 0004 0009 0025 0100 0278 0400 0625 0900 1111 1600 2500 0

Es gibt aber auch kumulierte Tabellen zur Binongetieilung (Summenverteilungd’), aus denen sich die
kumulierte Wahrscheinlichkeit P (X<k) fur verschiedene Werte von n und p ablesen lassen.

Beispiel: B.{X<1) = 0,9375
I p |

k | 002 003 005 010 1/6 020 025 030 1/3 040 050 | | n |

Lollkl
| 2 || 0 | 0, 9604 9409 9025 8100 6944 6400 5625 4900 4444 3600 2500 1 | 2 |
1

9996 9991 9975 9900 9722 9600 9375 9100 8889 8400 7500 0

Losungswege fur Aufgaben der Form

.genau k Treffer": P(X=Kk) - einfache Binomialverteilungstabelle
.hochstens k Treffer:  P(X k) - kumulierte Binomialverteilungstabelle
.mindestens k Treffer: P(X% k)= 1-P(Xk-1) - kumulierte Binomialverteilungstabelle

.mindestens a und
héchstens b Treffer”; P@X<hb)= P(X<bh) —P(X< a-1) - kumulierte Binomialverteilungstabelle




