Abi Lernblatt: Analysis - Kurvendiskussion

1. Ableitungen
Fir die spatere Untersuchung bestimmt man die ersten drei Ableitungen: f *(x), f ”’(x), f ”"(X)

Zur Ermittlung der Ableitung helfen die folgenden Regeln:

f(x)=x" - fr(x)=nx"

f(x) = sin(x) - f’(x) = cos (x)

f(x) = cos(x) - f’(x) =-sin(x)

f(x) = ¢ - fix)=¢

f(x) = In(x) - f'(x) = %
Produktregel: f(X) = u(x)-v(x) - f’(x) = v(x)u’(x) + u(x)v’(x)
Quotientenregel: f(x) = M - f’x)= v(x)u'(x) ~u(v'(x)

v(x) (V(x))?

Kettenregel: f(x) = U o V(X) £ (x) = u'(v(x))-v'(x)

\

2. Definitionsbereich
Man bestimmt den Definitionsbereich der Funktion, denn nur innerhalb dieses Bereiches ist es sinnvoll,
Untersuchungen tber die Eigenschaften der Funktion anzustellen.

Beachte den eingeschréankten Definitionsbereich bei:
Quotienten (— Nenner darf nicht Null sein), Wurzeln (— Wert unter der Wurzel muss positiv sein),
Logarithmus (In(x) ist nur fir x>0 definiert).

3. Symmetrien:
Man stellt fest, ob die Funktion achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse oder punktsymmetrisch bzgl. des
Ursprungs ist. Bei einer vorliegenden Symmetrie braucht die Funktion nur noch fiir x>0 untersucht werden.

Achsensymmetrie: f(-x) = f(x)
Bei ganzrationale Funktionen: Es kommen nur Summanden mit geraden Exponenten vor.
Punktsymmetrie: f(-x) = -f(x)

Bei ganzrationale Funktionen: Es kommen nur Summanden mit ungeraden Exponenten vor.

4. Schnittpunkte mit den Achsen:
Man sucht fur das spétere Zeichnen des Graphen die Schnittpunkte mit den Achsen. Ggf. eine Nullstelle raten
und anschlielend eine Polynomdivision durchfthren.

Nullstellen:

Nullstellen sind Lésungen der Gleichung f(x) = 0.
Schnittstelle mit der y-Achse:

Bestimme f(0).

Tipp: Versuche f(x) als Faktoren darzustellen und Gberpriife, wann die Faktoren Null werden. Beachte: e* wird
nie Null.

5. Verhalten fir x— £ oo bzw. gegen Definitionslticken
Untersuchung der Funktion an den Randpunkten des Definitionsbereichs. Wenn der Definitionsbereich nicht

beschrénkt ist, dann sind die beiden Grenzwerte lim f (X) und lim f (X) zu bestimmen. Fir Definitions-
X—>00 X—>—00

licken a ist der Grenzwert lim f (X) von links und rechts zu bestimmen.
X—at

Das Verhalten bei rationalen Funktionen wird durch den gréRten Exponenten bestimmt.

Satz von De I’ Hospital
Bei Quotienten, bei denen der Grenzwert des Zahlers und des Nenners 0 ist, hilft es die jeweilige Steigung zu
betrachten, um zu ermitteln, welcher Term schneller gegen 0 geht. So benutzt man den Satz von De I’ Hospital:

lim 409 _ jjm 4
x—a V(X) x—a V'(X)

falls u(a) = v(a) = 0 sowie u(x) und v(x) differenzierbar




6. Extrempunkte und Monotonieverhalten
Bestimmen der relativen Extrema (Hochpunkte, Tiefpunkte). Nach den Extremstellen auch die Extrempunkte
bestimmen!

Extrema:
Notwendige Bedingung:
f’(x)=0

Hinreichende Bedingung:
f 7’ (x)<0 = Maximum/Hochpunkt
f’(x)>0 = Minimum/Tiefpunkt

Vorzeichenwechselkriterium:

f’(X)=0und f ”’(x)=0 = Vorzeichenwechsel von f *(x) untersuchen

f ’(x) wechselt von + nach — = Wechsel von mon. steigend — mon. fallend = Maximum
f ’(x) wechselt von — nach + = Wechsel von mon. fallend — mon. steigend = Minimum

Monotonie:
f ’(X)>0 = monoton steigend f ’(X)<0 = monoton fallend

Vorzeichenwechselkriterium:

Beispiel: f(x) = x* - 4x® = f’(x) = 4x® - 12x° = f ’(x) = 12x° — 24x
Esist f ’(0) = 0, aber auch f ”’(0) = 0 = Vorzeichenwechselkriterium fir f *(x)
Schreibe f ’(x) in Faktoren: f ’(x) = 4 x* (x — 3) und betrachte die VVorzeichen an den Stellen, an denen
jeweils ein Faktor Null wird, sowie in den Intervallen dazwischen.

Werte Faktoren f’(x)

flir x 4 X (x3) | 4x*(x=3)

x<0 + + - - ) )

x=0 ¥ 0 N 0 Q kein Vorzeichenwechsel
0<x<3 + + - -

x=3 + + 0 0 Q Vorzeichenwechsel
X>3 + + + +

= Kein Extremum bei x=0, dafiir Minimum bei x=3 wegen Vorzeichenwechsel von — nach +

7. Wendepunkte und Krimmungsverhalten
Bestimmen der Wendepunkte, bzw. der Sattelpunkte

Wendepunkt:

f’(x)=0 und f **’(x)#0 = Wendepunkt
Sattelpunkt:

f’(x)=0und f ’(x)=0 und f **’(x)=0 = Sattelpunkt

Vorzeichenwechselkriterium:

f*’(x)=0 und f "*’(X)=0 = Vorzeichenwechsel von f *’(x) untersuchen

f** (x) wechselt von + nach — = Wechsel von linksgekrimmt — rechtsgekrimmt
f*” (x) wechselt von — nach + = Wechsel von rechtsgekriimmt — linksgekrimmt

Kriimmungsverhalten:
f’(X)>0 = linksgekrimmt f 7’ (X)<0 = rechtsgekrimmt

(Wende-)Tangente:

Bestimmung der Gleichung einer (Wende-)Tangente: Die Tangentengleichung ist allgemein: y =mx + b
Die Steigung m entspricht der Steigung des Graphen im gesuchten Punkt, d.h. m = ’(x)

Einsetzen des Punktes (xo,f(Xo)) ergibt die Tangentengleichung.

Beispiel: f(x) = x* — 2x* = f’(x) = 4x® - 6x® und f’(x) = 12x* — 12x = Wendepunkt bei (1|-1)
m=1f’(1) =-2 = Tangente: y =-2x + b
Einsetzen von (1]-1) : -1 =-2-1 + b = b = 1 = Tangentengleichung : y =-2x + 1

8. Umkehrfunktion
Die Umkehrfunktion f *(x) (auch f (x) genannt) erhalt man, indem man in der Funktionsvorschrift y = f(x)

einer umkehrbaren Funktion die Variablen y und x vertauscht und anschliefend nach y auflést. Die Bestimmung
des Graphen der Umkehrfunktion erfolgt auch durch Spiegelung des Graphen an der Winkelhalbierenden y = x.

Beispiel: y = 2x + 6 = Vertauschen : x = 2y + 6 = x — 6 = 2y = 0,5x — 3 =y = Umkehrfkt. : f *(x) = 0,5x - 3




9. Graph zeichnen
Alle bekannten Punkte (Nullstellen, y-Achsenabschnitt, Extrema, Wendepunkte), Asymptoten und das Verhalten
gegen +oo sowie gegen Definitionslicken einzeichnen. Ggf. weitere Punkte in kleiner Wertetabelle berechnen.

Schrage Asymptoten:

Schrage Asymptoten entstehen immer bei rationalen Funktionen, wenn der Zahlergrad um 1 groRer ist als der
Nennergrad und wenn bei einem Grenzwert flir x—co auch oo herauskommt. Sie haben die Gleichungy =mx + b
Berechnung der Asymptotengleichung durch Polynomdivision.

Beispiel:

X2+ 6X L 1 9
f(x) = = Polynomdivision (x*+6x) : 3x +9)= =X +1—
3Xx+9 3 3Xx+9

1
Die Asymptotengleichung ist: y = § X+ 1, da das Restglied fiir groRe x gegen 0 geht.

10. Flachenberechnung
Bestimme eine Stammfunktion F(x) zu f(x) und berechne das Intergral in den gegebenen Grenzen:

T f(x)dx=[F(x)]; = F(b)-F(a)

Hilfen zur Integration:

1 n+l
F(x) = ——X

f(x)=x" -
n+1
f(x) = sin (x) - F(x) = - cos (x)
f(x) = cos (x) - F(x) = sin (x)
) = 9 SRR =In (gD
g(x)
Partielle Integration: j fr(x)g(x)dx = [f (x)g(x)]- j f (x)g' (x)dx

Ziel hierbei ist es beim zu integrierenden Produkt f ’(x) und g(x) so zu wahlen, dass der Term g ’(X) so
einfach wie mdglich wird (am besten eine Konstante, d.h. ohne x). Ggf. hilft ein weiteres Anwenden der
partiellen Integration auf das rechte Integral, wenn sich dieses noch nicht lésen lasst.

Ix -e*dx:Wahle f’(x) =e*und g(x) =x = f(x) =e*und g "(x) = 1

Ix-exdx=x-ex —J'l-exdx:x-eX —e"+C=(x-1e*+C

Integration durch Substitution: Beispiel: Jezxdx
1. Ersetze g(x) durch u. Substitution: 2x = u
du
2. Leite die Funktion u nach x ab —=2
dx
3. Nach dx auflésen und in Integral einsetzen dx=0,5du = je” -0,5du
4. Integrieren und riicksubstituieren je“ -0,5du=0,5¢"=0,5e*
Flache zwischen zwei Graphen: L

Wird eine Fl&che von zwei Kurven f(x) und g(x) begrenzt, so kann man die von
ihnen begrenzte Flache wie folgt berechnen:

b

[(F(x) - g(x))dx
a

Die Integrationsgrenzen a und b sind jeweils die x-Werte der
Schnittpunktkoordinaten beider Graphen

A=

11. Ortskurve
Bei Funktionsscharen f(x): Um Ortskurven von Extrem-/Wendepunkten zu bestimmen, geht man wie folgt vor:
- Die x-Koordinate der Extrempunkte nach t auflésen
Dieses t in fy(x) einsetzen. Man erhalt dadurch die von x abhéngige Funktion der Ortskurve.




